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1. PROBLEMSTELLUNG UND UBERSICHT

Sei R ein normierter linearer Raum und G eine Teilmenge von R. Fiir ein
Element fe R bezeichne E;(f) den Minimalabstand beziiglich G und Z4(f)
die Menge der Minimalldsungen fiir f beziiglich G. Fiir f'e R mit der Eigen-
schaft Z,(f) # ¢ ist der Approximationsoperator A definiert durch die
Vorschrift Ag(f) 1= Z:(f) CG. Fir Elemente ge G sei weiter definiert:
L(g):={feRmit Ec(f) =|lf— g} ={f€ R mit ge As(f)}. Mit diesen
Bezeichnungen lautet das verallgemeinerte Riviin-Problem (P).

(P): In R sei eine Familie {G,,ieICN} von Teilmengen vorgegeben.
Charakterisiere solche Folgen {g,} in R, wo g; € G, und i € I, mit der Eigen-
schaft (Ve L(g:) # .

Dieses Problem bedeutet also das Auffinden eines Elementes fe R bei
mehreren “‘vorgeschriebenen Minimallgsungen” g;, die zudem noch aus im
allgemeinen verschiedenen Teilmengen von R stammen. Es liegt insofern
eine simultane inverse Aufgabenstellung der Approximationstheorie vor.

Rivlin [4] stellte erstmals die obige Frage fiir folgendes Teilproblem ()
von (P), wo nimlich R = CJ[0, 1]—versehen mit der Sup-Norm—und
G; = P, :={p, | p; algebraisches Polynom mit grad p, =i} fir iel=
{0, 1, 2,..., n}. In [2] gab Rivlin ein notwendiges Kriterium fiir die Existenz
eines Elements f'€ (;e; L(p,) an; ein solches f bezeichnen wir hier als Rivlin-
Funktion. Die Arbeiten von Sprecher [5, 6] enthalten ein weiteres not-
wendiges Kriterium betreffs (P) und je eine Charakterisierung im Falle
eines vorgegebenen algebraischen Polynompaares (p,,p;) und im Falle
eines algebraischen Polynomtripels der speziellen Gestalt (p, , py , Ps).

Die hier vorliegende Arbeit erweitert die Fragestellung wie folgt: Das

* Gekiirzte Fassung eines Teils der Dissertation des Verfassers, Universitit Miinchen
1971.
131

Copyright © 1974 by Academic Press, Inc.
All rights of reproduction in any form reserved.



132 HEINZ-GERD HEGERING

simultane inverse Problem im Raum Cla, b] wird beziiglich allgemeinerer
Teilmengen G, als denen der gewdhnlichen aigebraischen Polynome, ndmlich
bei allgemeinen Haarsystemen und erweiterten Tschebyscheff-Systemen
untersucht. Dabei ergibt sich:

(a) Die notwendigen Kriterien von Rivlin [2] und Sprecher [6] sind
ibertragbar auf unsere erweiterte Fragestellung (cf. Satz 2 und 3).

(b) Es werden neue notwendige Bedingungsgruppen fiir die Existenz
einer Rivlin-Funktion beziiglich der erweiterten Funktionsklassen angegeben
(cf. Satz 4, 5, und 6).

(¢) Es werden zwei Charakterisierungssitze angegeben, die das Rivlin-
Problem behandeln bei Vorgabe beliebiger Paare sowie Tripel von Linear-
kombinationen aus Funktionen aus (erweiterten) Haarsystemen. Diese
Sdtze enthalten fiir Spezialfille die Aussagen von Sprecher [5, 6] und
erweitern sie (cf. Satz 7 und 8).

(d) Es wird die Anwendbarkeit der Ergebnisse aus (a)-(c) an Bei-
spielen von Repriasentanten bekannter Funktionensysteme (Monome,
Tschebyscheff-Polynome, Legendre-Polynome, sin—cos-Terme) dargestellt.
Dabei ergibt sich eine besondere Rolle der Tschebyscheff-Polynome zweiter
Art.

In unsere Untersuchungen geht folgendes Ergebnis von Deutsch, Morris,
und Singer [2] ein, welche das Problem (P) fiir den Fall, daB G; lineare
Teilrdume sind, betrachten.

Satz 1. Sei R ein normierter linearer Raum und {G;}, (I =1, 2,...), eine
Folge von linearen Teilrdumen von R. Seien g, € G, (I = 1, 2,...), vorgegeben.
Dann gilt: Es existiert ein Element fe R mit fe(\, L(g,) genau dann, wenn
Jfolgendes erfiillt ist:

Es existieren f, € R mit f, € AgH(0), ( = 1, 2,..), (L.D
Esgilt gon — &=/ — fia, (= 1,2,..). (1.2)

Im iibrigen werden in der Arbeit von Deutsch, Morris, und Singer [2]
im wesentlichen noch eine Reihe von Ergebnissen entwickelt unter der
Voraussetzung, daB} der Approximationsoperator linear ist. Solche Ergebnisse
sind aber nicht anwendbar auf (P), da die Existenz von linearen Approxima-
tionsoperatoren gerade charakteristisch ist fiir das Vorliegen von Hilbert-
Riumen, wie z.B. bei Stoer [7] gezeigt wird.

Im Rest der Arbeit sei R immer der mit der Sup-Norm versehene lineare
Raum der auf dem endlichen Intervall [a, ] definierten stetigen reellwertigen
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Funktionen. Der néchste Abschnitt stellt die Hilfsmittel fiir die Abschnitte 3
und 4 zur Verfiigung. (Im folgenden wird statt L(g,) N L(g,) oft auch
L(g,. ,g,) bzw. etwas Entsprechendes geschrieben.)

2. ERWEITERTE TSCHEBYSCHEFF-SYSTEME

DerinimioN 1. (a) Die anf dem abgeschlossenen endlichen Intervall
[a, 6] definierten reellwertigen Funktionen u, , u, ,..., u, bilden ein erweitertes
Tschebyscheff-System (kurz: ET-System) der Ordnung z, z e N, falls gilt:
Es ist

u; € C-a, b], i =0
und

luo*.(to) uo*.(tn)

- un;(to) un*.(tn)

fiir alle (7 -+ 1)-Tupel reeller Zahlen {#,}y mit a <{, <#f < - <t, < b,
wobei hierbei das Gleichheitszeichen nur gelten darf bei Gruppen von
héchstens z aufeinanderfolgenden ¢,-Werten. Dabei ist D* wie folgt definiert:

1,*(ty) 1= uy(ty) fiir I = 0(1)m,
w*(t,,) 1= wyt,,) fir | = O(Dn falls ¢,,_, < t,,me{l,2,.,n,
() 1= iP(t) fir 1=0n, k= 0()r <z — 1 falls
g <ty =l = =l <ty ™)

wo 1 < i, i + r < nist und u{®(#;) die kte Ableitung von u,(x) an der Stelle #;
genommen bedeutet. (Bei i = 0 bzw. i + r — 1 = n entfillt natiirlich in (1)
der linke resp. rechte Term.)

D* ( 0,1,..,n ) .

: # 0
fo sty s tn

{b) ET-Systeme der Ordnung » - 1 (sonstige Voraussetzungen wie
in (a)) werden schlechthin als ET-Systeme bezeichnet.

(¢) Die Funktionen u;, / = 0(1)n, bilden ein vollstindiges ET-System
(kurz: ECT-System), falls die Funktionenmenge {u,, % ,..., %} ein ET-
System bildet fiir jedes r €{0, 1,..., n}.

Jedes ET-System beliebiger Ordnung ist auch ein Tschebyscheff-System
(kurz: T-System). Die Umkehrung dieser Aussage gilt nicht.

DerinITION 2. () Ein (n + 1)-dimensionaler Teilraum Q, von Cl[a, b]
heifit ein (erweiterter) Haar-Unterraum, wenn er eine Basis {u,..., #,}

besitzt, die ein (E)T-System bildet.

640/10/2-3
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(b) Bilden die Funktionen u; (/ = 0(1)n) ein T-System bzw. ET-
System, so heilit Q, := span(y, ..., u,) der zugehdrige Haar- (resp. erweiterte
Haar-) Unterraum.

(c) Ein (E)CT-System heiit auch (erweitertes) Haarsystem.

DeriNtTioN 3. Seien u;, { = O(1)n, auf einem Intervall [a, b] definierte
Funktionen. Eine Funktion ¢, der Form ¢, = ZLO e, ¢;€R heilit
u-Polynom oder auch verallgemeinertes Polynom bzgl. der Funktionen u, ,
! = 0(1)n. Ein u-Polynom heift nicht-trivial, falls 3°7_, ¢,2 > 0 gilt. Beispiels-
weise sind die gewdhnlichen algebraischen Polynome

Pa(x) := 3o a;x! u-Polynome der speziellen Funktionen
u(x):=x, 01l << n.

DeriNITION 4. (a) Eine isolierte Nullstelle s, einer Funktion f e Cla, b]
mit s, € (a, b) heilBt G-Nullstelle, falls f(x) in s, nicht das Vorzeichen wechselt.
Alle anderen isolierten Nulistellen von f(x) in [a, b] einschlieBlich méglicher-
weise der Intervallendpunkte heien U-Nullstellen.

(b) Die Anzahl der verschiedenen Nullstellen von f in [a, ] wird mit
Z(f) bezeichnet. Die Anzahl der Nullstellen von fin [a, b], wo G-Nullstellen
je zweimal und U-Nullstellen einfach gezihlt werden, bezeichnet Z(f). Die
Anzahl der Nullstellen einer geniigend oft differenzierbaren Funktion f in
{a, b], wobei die Nullstellen entsprechend ihrer Vielfachheit gezéihlt werden,
wird mit Z*(f) bezeichnet.

Aufgrund der Definition folgt natiirlich sofort, daB gilt: Z(f) < Z(f) <
Z*(f). Mit den obigen Bezeichnungen gelten folgende Aussagen.

LemMMa 1. (a) Sei (u,, [ = O(1)n) ein T-System. Dann gilt Z(q,) <n
fiir jedes nichttriviale u-Polynom gq, . (Hier und in den folgenden Sdtzen ist
g, wie in Definition 3 bestimmt.)

(b) Ist u; (I = 0(1)n) eine Menge stetiger Funktionen auf dem Intervall
[a, b] und gilt fiir jedes nichttriviale u-Polynom gq, die Relation Z(g,) < n,
dann bilden die Funktionen u; (I = 0(1)n) ein T-System.

Lemma 2. (a) Sei (u;, { = O(1)n) ein ET-System. Dann gilt Z*(q,) < n
fiir jedes nichttriviale u-Polynom gq., .
(b) Gilt u e C[a, b], | = 0(V)n, und Z*(q,) < n fiir alle nichttrivialen
u-Polynome q,, , dann bilden die Funktionen u; , | = 0(1)n, ein ET-System.

Die Beweise von Lemma 1 und 2 findet man bei Karlin und Studden [3].
Dort befinden sich auch eine Fiille von Beispielen fiir T- und ET-Systeme.
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Zu den moéglichen w-Polynomen, fiir die die im folgenden entwickelte Unter-
suchung der vorliegenden Arbeit gilt, gehdren iiber die gewohnlichen
Polynome hinaus auch z.B. gewisse Exponentialsummen und Summen von
sin—cos-Termen.

Es sei daran erinnert, daB fiir T-Approximationen beziiglich T-Systemen
der bekannte Alternantensatz sowie der Eindeutigkeitssatz gelten.

In diesem Zusammenhang seien noch zwei neue Begriffe eingefiihrt, die
in der weiteren Untersuchung eine wichtige Rolle spielen.

DrriniTiON 5. (a) Eine Funktion z € C[a, b] heiBBt k-Nullalternierende,
ke N,, genau dann, wenn k - 2 Punkte x; existieren, wobei a < x; <
Xy << ' < Xp.» << b, mit der Eigenschaft, daB

z(x)) = (—Diell zllan» e fest, ec{—1,+1} fir i = 1Dk + 2.

(b) Sei zeCla,b] eine k-Nullalternierende und x;, i = I(1)k + 2
wie in Teil (a) bestimmt. Dann heiBt ein Teilintervall

S#(z) C [a, b], i= 1Dk + 2,

k-Abweichungsintervall beziiglich z genau dann, wenn gilt

(@) S/#(z) enthilt x; und

(8) S/(z) ist Zusammenhangskomponente von x; in [a, b] mit der
Eigenschaft

z(x) = (—1) €| z| fiir alle x e S;*(2).

(Falls der Bezug eindeutig ist, wird des ofteren auch S;* oder S*(z) statt
S;#(z) geschrieben und auch vom Abweichungsintervall oder auch von
k-Alternierenden gesprochen.)

(¢) Ein k-Abweichungsintervall S;*(z) heiit (—)-Komponente bzw.
unteres Abweichungsintervall von z (Bezeichnung: S;%(2)), falls (—1)’e = —1.
Entsprechend heiBit ein k-Abweichungsintervall S;*(z) eine (+)-Komponente
oder oberes Abweichungsintervall von z (Bezeichnung: S;%(z)), falls
(—Dle = 1.

Bemerkung 1. Mit diesen Bezeichnungen sagt Satz 1 im Fall R = C[q, 5],
und im Fall, daB G, (i € I) Haarunterriume sind, aus, daB eine stetige
Rivlin-Funktion beziiglich vorgegebener Funktionen g; € G, genau dann
existiert, wenn sich /-Nullalternierende f; ( € I) mit der Eigenschaft (1.2)
finden lassen.
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3. NOTWENDIGE KRITERIEN FUR DIE LOSBARKEIT BESTIMMTER
RIVLIN-AUFGABEN

Die ersten beiden Sitze stellen Ubertragungen von Kriterien von
Sprecher [6] und Rivlin (in Deutsch, Morris, und Singer [2]) auf die uns
gestellte Situation dar. Die Beweise lassen sich analog fiihren.

Der erste Satz macht dabei eine Aussage beziiglich der moglichen
“Abstinde” einer Rivlin-Funktion zu gegebenen u-Polynomen, welche aus
Haarsystemen gebildet sind.

Satz 2. Die Funktionen u, e R, | = O()n, mdgen ein Haarsystem auf
[a, b] bilden. Q, := span(u,, iy ,..., u,), ¥ = 0(1)n, seien die zugehirigen
Haar-Unterrdume, aus denen u-Polynome der folgenden Gestalt vorgegeben
seien:

,
g, =, aueQ, mit a, # 0.
=0

Dann gilt: Notwendig dafir, daf ein f € R Element der Menge L(g;, . q;, ..., q:,)
mit 0 < iy < - <1, <n 0 m < nist, ist die Giiltigkeit der Ungleichung
E(f)y>E/(f)> > E; (f) fur die relevanten Minimalabstdnde.

(Hier und auch spiter bedeutet E,(f):=infeep ||/ — ¢, ferner ist die
Menge L(g;) und der Approximationsoperator 4 wie in Sektion 1 definiert.)

Die folgende Aussage besagt, daBl das Rivlin-Problem nicht fiir beliebige
u-Polynome aus einem vorgegebenen Funktionensystem 16sbar ist, sondern
die vorgegebenen u-Polynome z.B. dadurch “‘gekoppelt” sein miissen, dafl
sie sich gegenseitig in einer Mindestanzahl von verschiedenen Punkten aus
[a, b] schneiden miissen.

SATZ 3. Die Funktionen u, € R, | = 0(1)n, mogen ein Haarsystem auf
[a, b] bilden, ferner seien u-Polynome q, € Q, := span(uy , Uy ,..., 4,), ¥ = 0(1)n,
vorgegeben.

Dann gilt folgende Aussage: Notwendig dafiir, daff eine Funktion fe R
Element der Menge (\,_o L(q,) ist, ist das Erfilltsein der Bedingung (N):

(N): Fiir jedes Paar von Indizes (i,1) mit 0 <i <<I<n gilt entweder
q: — q; = 0 cder die u-Polynomdifferenz q, — q, wechselt das Vorzeichen an
mindestens i - 1 verschiedenen Punkten des offenen Intervalls (a, b).

Der folgende Satz schrinkt die fiir die Losung des Rivlin-Problems
geeigneten u-Polynome noch weiter ein, insofern nidmlich, als auf bestimmten
Teilintervallen von [a, b] ihre Wertevorrite gewissen Mindest—bzw. Hochst-
schranken unterworfen sein miissen.
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Satz 4. Die Funktionen u;e R, | = 0(1)n mdgen ein Haarsystem auf
[a, b] bilden. Sei

O, = span(uy , Uy ,..., ), 1 = O(Dn.

Vorgegeben seien u-Polynome

g =Y, QuuyeQimita; %0, i=r()r+t<n reNy, reN,.

w=0
Ferner existiere eine Rivlin-Funktion

T4+

fe O L(q,).

Unter diesen Voraussetzungen gelten folgende Aussagen:

(a) Es existieren Funktionen f;c R, i = r(1)r + t, die i-Alternierende
sind (vergl. Definition 5) und fir die gilt:

(@ fi=fi—@—q)r<j<I<r+it,
B) Nl > foall > > frgi |l

(b) Seien (1), { = 1(1)i + 2, die den i-Alternierenden f; , i = r(1)r -+ t,
aus Teil (a) zugeordneten Abweichungsintervalle (vergl. Definition 5). Dann
giltfirm=r(Dr+t—lundi=100 +t—m

(@) Gmei(®) — gulx) > O fiir x € S/(f0),
(B) qm+i(x) - qm(x) < Ofur X E*_S’fm(fm)-

(¢c) Mit den Bezeichnungen wie in (b) giilt: Es existiert eine streng monoton
fallende Folge von t + 1 positiven reellen Konstanten ¢, > ¢,.q > *** > Cpp4
sodafl (mit der Abkiirzung c, . := ¢, — c,) folgende Ungleichungen erfiillt
sind:

() Fir alle m = r()r +t —1 und i = 1()r +t —m st
Cnmts S | Gread®) — G| falls x € S7(f,), j = W (m + 2;

(B) Firallem = r(Dr + tund s = r(Dm — 1ist ¢,,(x) — q(x) < Com
Jfalls x € §;(f,);

(y) Firallem =r(Dr + tunds = r(m— 1 ist — (@u(x) — q(%)) < Csm
Jalls x € S;™(f,,).

Beweis. Zu (a): Die Existenz von i-Alternierenden mit der Eigenschaft («)
folgt unmittelbar aus Satz 1 und dem Alternantensatz (siehe auch Bemer-
kung 1). Ebenso entnimmt man dem Beweis von Satz 1 die Gleichung



138 HEINZ-GERD HEGERING

S=/J+ g fir s = r(1)r + 2. Wegen 0 € A5'(f,) folgt dann E(f) = || £, ||
und nach Satz 2 schlieBlich (B).

Zu (b): («): Sei x irgendein Punkt eines oberen Abweichungsintervalles
S(f,), d.h. es gilt £,,(x) = | £, . Dann ist wegen Teil (ac) und der Definition
der Sup-Norm

Hfm+i ” + qm+i(x) - qm(x) :)/f;nﬁ-i(x) + qm+i(x) - qm(x) it f;n(x) = Hﬁn ”

Wegen Teil (aﬁ) ist somit qm+i(x) - Qm(x) = H m ;I - Hf;n-H :E > 0. Also
gilt (o). Behauptung (B) folgt dhnlich.

Zu (¢): («): Die Abweichungsintervalle sind entweder (—)-Komponenten
oder (+)-Komponenten. Die Behauptung wird fiir die Komponenten einzeln
gezeigt. Sei also zuniichst x beliebiger Punkt aus S;*(f,). Wegen (ba) ist
Qma(x) - qm(x) > O’ somit

i qm+1(x) - qm(x); - q;71+i(x) - qm(x)-
Es ist

[ fonti | 2 furs®) = fiu(X) — (@rasi(X) = gulX) = S || — | GmnriX) — gm(X).

Die Behauptung («) fiir die (—)-Komponente sowie die Aussagen () und (y)
folgen mit dhnlichen SchluBweisen. SchlieBlich setze man ¢ := | f;|,
k = r(1)r + t. Damit ist Satz 4 gezeigt.

Fiir den Fall, daB ein ECT-System vorliegt und die Rivlin-Aufgabe fiir
ein Tripel “direkt aufeinanderfolgender” (vergl. unten) u-Polynome betrachtet
wird, kann man die in Satz 3 getroffene Aussage iliber die notwendige
Mindestanzahl von Schnittpunkten gewisser Differenzenpolynome dahin-
gehend verfeinern, dall bei vorausgesetzter Existenz einer Rivlin-Funktion
sogar bestimmte eindeutige Zuordnungen dieser Schnittstellen bestehen
miissen.

SATZ 5. Die Funktionen u,e R, | = 0(1)n == 2, mogen ein erweitertes
Haarsystem auf dem Intervall [a, b] bilden. Sei Q,:= span(uy, uy ,..., 4y),
I = 0(1)n. Gegeben sei ein u-Polynom-Tripel (q,., {11, qrie) mit 0 <7,
r + 2 < n von u-Polynomen

=Y au,€Q; mit a;#0, i=r)r—+2
=0

Es existiere eine Rivlin-Funktion fe L(q,, ¢,11, Gr+2)- Dann gelten folgende
Aussagen:

(@) Die Differenzfunktionen g,11— qr, Gris— qr UNd Gris — Griy
besitzen jeweils nur lauter einfache U-Nullstellen im Innern von [a, b].
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(b) Seien mit x; die Nullstellen in [a, b] von q,,5(X) — q,(x) bezeichnet
und mit y,, die Nullstellen in [a, b] von q,.1(x) — qA(x), jeweils der Grife nach
aufsteigend angeordnet. Dann gibt es eine eindeutige paarweise Zuordnung der
Nullstellen x; und y,, in der Form x; <»y, (i = 1()r + 1) oder in der Form
Xip1 Y (= WDr -+ 1) mit der Eigenschaft, dafi die zu den Nullstellen
gehdrigen Differenzpolynome in den sich entsprechenden Nullstellenpaaren
gleichsinnig ihr Vorzeichen wechseln.

(c) Je nach Zuordnung gemdf Teil (b) gilt

Jalls Z(g,.» — q) = r + 1:max(x; , y;) < min(Xyq , Vi) fidr i = 1(Dr,
falls Z(q,.. — q,) = r + 2: es ist entweder

max(X; , y;) < min(X;4y 5 Yiqy) filr i = 1(D)r und x,,, > max(x,., , y,) oder
max(X;yy , ;) < Min(Xyyp , yiyg) fidr i = 1(1)r und x; < min(x, , x,).

Beweis. Zu (a): GemidB Satz 3 hat g,(x) — qi(x), r <I<i<<r+42
mindestens / -+ 1 verschiedene U-Nullsteilen in (a, ). Da ein ECT-System
zugrunde liegt, gilt gemdB Lemma 2: Z*(g; — ¢q,) <i(}),r <I<i<r+ 2.
Bleibt zu betrachten die Funktion ¢, .(x) — ¢,(x): Wire unter den nach
Satz 3 existierenden r 4 1 verschiedenen U-Nullstellen dieser Funktion eine
mehrfache Nullstelle, so miifite sie als U-Nullstelle eine Vielfachheit v > 3
haben mit » = 1 mod (2). Das ergibe aber einen Widerspruch zu ().
Ebenfalls wegen (1) konnte, falls Z(g,,. — ¢,) = r -+ 2, die Vielfachheit
jeder Nullstelle genau nur 1 sein.

Zu (b): GemaB Satz 4 existieren [-Alternierende f; (| =r,r -+ 1,r + 2)
zu den drei vorgegebenen wu-Polynomen g,. Insbesondere also existieren
r 4 2 Punkte s5;: a <5y <5, < 0 < $pp0 << b mit

frs) = (=Dl fill, e=Llfest, i=1()r+2. )

Sei 0.B.d.A. ¢,.1(t) —q(t) >0 fir a <t <y . (Alle Nullstellen von
qr11(t) — q,(¢) liegen ja gemil Lemma 2 und Satz 3 im Innern von [q, b].)
Wegen der Stetigkeit von ¢,,; — ¢, und Satz 4(b) gilt dann

a < <y <8 <Yy < < Prpx < Sppg Kb (1

und in (1) gilt € = 1. Die Funktion ¢,,, — ¢, besitzt gemiB Satz 3 und
Teil (a) dieses Satzes mindestens r + 1 einfache Nullstellen in (a, b), insgesamt
hochstens r + 2 Nullstellen. Wegen Satz 4(b), wegen (1) und der Stetigkeit
von g,., — ¢, mul} in jedem offenen Intervall (s;.,,s;), i = 2()r -+ 2,
mindestens eine Nullstelle von g,,,(r) — ¢,(¢) liegen. Es liegt sogar jeweils
genau eine dort:
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(1) Fall: Z(g,o—¢y) =r -+ 1. Dannist {x;, y;} C (55, 1), § = 1(r + 1,
und es gilt die Behauptung.

(2) Fall: Es sei nun Z(q,,» — ¢g,) = r -+ 2. Ligen in einem Intervall
(Slo—l s Sy ) lo € {2, 3,..., r + 2}, zwei Nullstellen von ¢,,, — ¢, , so wiren sie
wegen ihrer Einfachheit U-Nullstellen und es wiirde gelten

SE0(Gys2(81)) — 4r(53,)) = —380(Gr1alsy)) — 45(53,)), (Tt

da nicht drei einfache Nullstellen von g¢,., — ¢, zwischen benachbarten
Abweichungspunkten von f, liegen kdnnen. (1) ist aber ein Widerspruch
zu Satz 4(b). Insgesamt gilt also dann entweder x; << s, und {x;.;, ¥} C
(s;, s:.0q) oder {x,, v} C(s;,5.0) und s, << X, fiir i = 1(1)r + 1. Die
Paarbildung ist somit eindeutig und durch die Lage von x; bestimmt.

Die Gleichsinnigkeit des Nulldurchlaufs folgt wiederum aus (}) und
Satz 4(b).

Zu (c):; Die Behauptung ergibt sich aus dem vorstehenden Beweisgang
zu Teil (a) und (b) unmittelbar.

Somit ist Satz 5 bewiesen.

Zum Abschlufy dieses Paragraphen wird noch gezeigt, daB die Auswahl
von u-Polynomtripeln, die eine Rivlin-Funktion zulassen, noch dadurch
weiter eingeschrankt wird, daB3 an genau einem Intervallendpunkt R, end-
weder die Relation ¢,.5(R)) < ¢,1(R) < ¢.(R,) oder die Relation
Grio(Ry) > qria(Ry) > q(Ry) gelten muB. Diese Aussage ist enthalten in
folgendem.

SATZ 6. Es mogen die Voraussetzungen von Satz 5 gelten. Dann gilt: An
genau einem Randpunkt R, € {a, b} haben alle drei Funktionen q, (x) — q.(x),
Grio(X) — Gry1(X) und q,.1(x) — q,(x) gleiches Vorzeichen.

Beweis. Unter den Voraussetzungen gilt

Z(qfr+2 - qr+1) = Z*(qr+2 - fh+1) =r+2

ebenso Z*(q,.1 — q.) = Z(¢r41 — ¢;) = r + 1 und alle Nullstellen sind
einfache U-Nullstellen im Innern von [a, 8]. Da ferner Z(g,.o — qr41) =
Z(q,+1 — q,) + 1 gilt, folgt notwendig:

sg0{g,12(Ry) — gri1(R1)} = sgn{gr11(Ry) — g Ry)}
fiir entweder R, = a oder R, = b

und

sgnf{g,o(Ry) — Gria(Ro)} = —sgn{q,1(Ry) — q(Ry)}
fiir R, e{a, b} mit R, = R, .
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Weiterhin gilt ¢,,5(x) — ¢,,1(x) > 0 (bzw. << 0) genau dann, wenn auch gilt
Grs2(X) — q(%) > gria(x) — g,(x) (bzw. < g,11(x) — ¢,(x)). Zusammen mit
dem obigen folgt sgn{g, (R} — ¢ (R)} = sgn{g, o(R) — ¢, (R} =
sgn{g, 1(Ry) — q,(Ry)} = € mit e e {1, —1}.

Damit ist Satz 6 bewiesen.

4. ZwEel CHARAKTERISIERUNGSSATZE

Der erste Charakterisierungssatz verallgemeinert Ergebnisse von Deutsch,
Morris, und Singer [2] und Sprecher [5]. Erstere zeigten fiir den Spezialfall
Uy(x) = 1 und u,(x) = x, daB die notwendige Bedingung aus Satz 3 auch
hinreichend ist fiir die Existenz einer stetigen Rivlin-Funktion f'e L(p, , p1),
Do € span(l), p, € span(l, x). Sprecher zeigte die Gliltigkeit dieser Tatsache
fiir beliebige Paare (p, , p,,) von algebraischen Polynomen.

Der untenstehende Beweis ist neu. Er macht deutlich, dall die Rivlin-
Bedingung sogar dafiir ausreicht, die Klasse der médglichen Rivlin-Funktionen
in Abhingigkeit von Eigenschaften der vorgegebenen wu-Polynome noch
besser zu charakterisieren. Das hier entwickelte Konstruktionsprinzip,
welches mit dem Satz 4(a) bzw. dem Satz 1 eng verkniipft ist, 146t sich auch
auf kompliziertere Félle ausdehnen, so z.B. ist es auch in Satz § niitzlich.

Satz 7. Die Funktionen u, € R, | = 0(1)n, mdgen ein Haarsystem auf dem
Intervall [a, b] bilden. Mit Q, , r = 0(1)n, seien die von u, , | = O(1)r, erzeugten
Haarunterrdume bezeichnet. Seien verallgemeinerte Polynome q,, € Q,, und
g:€Q;, 0 <m <t < n, mit q, = q, vorgegeben. Es sei q,< C"a, b] und
gm€ CLheNgal, (h, | = oo zugelassen) Dann gilt: Es existiert eine Funktion
fe Cmintdiq bl mit fe L(q,,,q,) genau dann, wenn q, — q,, mindestens
m + 1 verschiedene Y-Nullstellen im Innern von [a, b] hat.

Beweis. Notwendigkeit: Wegen Cmint.0 C 9 folgt die Beh. aus Satz 3.
Beweis der Hinldnglichkeit der Bedingung.

Vorbereitendes

Mit x; (i = 1,..., kK = m + 1) seien die k Stellen bezeichnet, in denen die
Funktion d(x) := g{(x) — q,,(x) in [a, b] das Vorzeichen wechselt. Die
Anordnung dieser U-Nullstellen sei x, 1= a << x; < x, << -+ < x, < b. Das
Intervall [a, b)] werde wie folgt unterteilt: Es sei B, ;:= [x,_;, x;] fiir
[=10m + 1 und B, := [x,..1,b]. Nun wihle Teilintervalle B, ; :=
a1, Bial C By, I = 1(1)m - 2, mit folgenden drei Eigenschaften:

(a) X <oy < Bl—l < X fir/ = l(l)m -+ 1,
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1) Xpir < o4y < Py < bfalls k = m + 1,
X1 < Ogr < PBmar < Xpyo falls k& > m + 1;
(¢) dx)=#0firallexeB,,=01m+ 1.
Wegen d # 0 existieren solche Teilintervalle immer. Nun werde noch eine
Konstante c,, gewihlt, die der Bedingung ¢,, > || d|| geniigt. Fiir die Defini-

tion der Nullalternierenden wird jedoch noch folgendes Lemma bendotigt:
(vergl. De Rham [1, Seite 4]).

Lemma 3. Sei M, eine kompakte Teilmenge aus R* und M, eine M,
umfassende offene Teilmenge. Dann existiert eine auf My definierte Funktion F
mit kompaktem Triger M,, wobei M,C M,C M, , mit folgenden Eigen-
schaften

(a) FeC*[Ms],
(b) F(x)=1fiirxeM,,
© O0<Fx)<lfirxeM,— M,.

Konstruktion einer m-Alternierenden

Anwendung des Lemmas 3 mit M; = Z; und My;=B,, i =01)m + 1,
garantiert die Existenz eines Elementes f,,’ € C*[B;] mit der Eigenschaft

1= [ flls, = fi(x) fiir xeZ;, und 0 < f,ix) <1 sonst.
Nun wird fiir x € [a, b] definiert

Fn*(x) 1= Cm * 8EN{Gy(x) — qm(X)} * fn'(x) falls xe B;,i€{0, 1,...,m + 1},
m =0 sonst.

Offenbar ist auch £, * € C*[a, b}, ferner || ,,* ll{4.5y = ¢ und f,* € Aafn(O).

Konstruktion einer t-Nullalternierenden

Sei nun definiert g := miny<i<mr{Minges (¢, — | d(x))}. Wegen B, C B,
ist /r. Konstruktion g > 0 und ¢;* := ¢,, — g > 0. Mit diesen Bezeich-
nungen gilt nach Teil 1: | f,,* — d|| < ¢;*. Wihle ¢, mit ¢,* < ¢; < ¢,, und
fixiere irgendeinen Nulldurchgang x, von d(x), s e{1,..., m + 1}.

Wegen der Stetigkeit von d(x) 148t sich eine Umgebung U := U(x,) =
[A, , ) angeben mit den zwei Eigenschaften

(a) Bs—1<h1<x3<h2<a5,
(b) ”qt_qm”b':”d“<cm_ct-
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In U := U(x,) wihle man Punkte r; ( = I(1)¢ + 1) mit
h1 = ro < rl < te < rt+1 < r7+2 = h2.

Ferner sei

Uy = [riy, i, = 1{1) -+ 2, und U, :=[Fi4, 7] C U;

Die Anwendung des Lemmas 3 mit M; = U, und M, = U,, i = 1(1)t + 2,
garantiert wieder die Existenz eines f;* € C*[U;] mit der Eigenschaft

1 =/ lly, = fix) fir xe U, und 0 < f(x) < 1 sonst.
Nun wird fiir x € [a, b] definiert

(—=1) - e fi(x) falls xeU;, ie{l,2,.,t-+ 2},
% P
fi(x) = 0 sonst.

Auch hier gilt f;* € C*[a, b), ferner || fi* |l[5.5) = ¢: und fi* € Aglt(O).

Definition der gesuchten Funktion f e L(q; , q,)
Sei

T ¥ fir xela,b]— U,

POV =500 + (0u) — gule)  fir xe U,

und
Si(x) 1= fru(X) — (g:(X) — gn(X)) fir xela, b].

SchlieBlich sei definiert f(x) := f,.(x) + g.(x) fir x € [a, b]. GemiB Kon-
struktion und dem Alternantensatz ist fe L{g,) N L(g;)). Es gilt jedoch
zusitzlich fe CmIREM[g p]. denn (g; — q,) € CWIBLY und £, * e C* und
fi¥eC>,

Damit ist Satz 7 bewiesen.

Bemerkung 2. Fir den Spezialfall, daB ¢, und ¢, gewOhnliche alge-
braische Polynome sind, ergibt sich also, daB es immer mdglich ist, eine
Rivlin-Funktion f mit fe C*[a, b] zu finden, falls g, — ¢, sein Vorzeichen
an mindestens m + 1 Stellen in (@, 5) wechselt. Dieses Ergebnis ist eine
Verscharfung der Aussage von Sprecher [5).

In der Arbeit von Deutsch, Morris, und Singer [2] klingt im AnschluB
an das notwendige Kriterium von Rivlin die Frage an, inwieweit dieses
Kriterium auch hinreichend sei. Fiir den Fall eines u-Polynompaares haben
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wir oben die Vermutung bestitigt. DaBl die zitierte Vermutung bereits fiir
die Vorgabe von Funktionentripeln nicht zutrifft, zeigten die Sitze 4-6, die
auler dem Rivlin-Kriterium noch gewisse weitere “Verzahnungen” der
Vorgabefunktionen als notwendig bewiesen. Es stellt sich nun heraus, daf}
die sich aus den Sitzen 4-6 ergebenden Zusatzforderungen auch hinreichend
sind fir die Existenz einer Rivlin-Funktion bei vorgegebenem u-Polynom-
tripel.

Zur Vorbereitung von Satz 8 (s.u.) untersuchen wir folgende Situation (V):

(V): Die Funktionen u, € R, / = 0(I)n == 2, mdgen ein erweitertes Haar-
system auf [a, b] bilden. Es sei

0, 1= span{u, ..., u;), ! = 0(1)a.
Ferner seien gegeben u-Polynome
g =Y au;€Q; mit a; #0

$=0
firi=r,r+ 1, r+2und 0 <r,r-+ 2 <n Mitx; (x, <x, fir k <m)
seien die Nullstellen in [g, 5] von dy(X) := ¢,.o(x) — g,(x) bezeichnet,
entsprechend mit y; bzw. z; die Nullstellen von
dio(%) i= (%) — g(x) resp. doy(X) 1= Gri(X) — Gra(X)-
Offenbar gilt dy;(x) = dyy(x) — dio(x).
Wir sagen nun, die gegebenen u-Polynome erfiillen die Nullstellenbedingung

(NB), wenn die Situation (V) vorliegt und gilt:
(NB): (1) Z(dy) =71+ 2, Z(dy) =r + 1, Z(dy) = r + 1,

(2) alle Nullstellen von dy(x) und d;y(x) liegen im Innern von [a, b],

(3) alle Nullstellen von d,y(x) sind einfach und mindestens r + 1
davon liegen im Innern von [a, b].

Beziiglich (NB)3. werden wir im folgenden 0.B.d.A. voraussetzen, daB gilt
x; > a, und ferner lassen wir x,., > b zu. Das ist keine Einschrinkung,
da der Fall x; << a bzgl. des Intervalls “symmetrisch” dazu liegt.

Gelte nun (V) und (NB) mit x > a. Dann gibt es zu jeder Differenz-
funktion

da(x) = g11(¥) — gra(x)  mit 0 </ <k <2

innere Punkte 4, € [a, b], i = 1(1)m =1 -~ 1, derart, daB d(x) in k; sein
Vorzeichen wechselt. Es sei nun definiert:

Jiti= la, by, JEh 1= The s hial fur 7= 1(1)/ I = s, B).

(Im Falle x, = g wiren nur die Indizes entsprechend zu modifizieren.)



SIMULTAN-INVERSE APPROXIMATION 145
Ferner klirzen wir ab:

J¥ = {xeJ? und dy(x) > 0},
JP = {xeJF' und dy(x) <0},
D;:=JnJ?, D, :=J¥nJ#®, jeweils i passend aus {I,..., ¥ -+ 2}

Mithilfe der soeben definierten Teilmengen des Intervalls {g, b] werden nun
folgende GréBen definiert:

m = min {ml.m | diollp, » msin I die 5}
Hp 1= min {m',m | dao llp, msin | da llp,)s
Hy (= lé?ér}_*_s ” dgl “J%l .

Es bedeutet also z.B. n, das Minimum der T-Norm-Werte, die d,, annimmt
auf allen Teilintervallen von {a, 8], in denen d,;(x} und dyy(x) gleiches Vor-
zeichen aufweisen.

Bevor wir den Satz 8 angeben, werden noch zwei Bedingungen formuliert.
Wir sagen, die in (V) gegebenen u-Polynome erfiillen die Bedingung der
Relativen Nullstellenlage (NL), wenn gilt:

(NL): Fiur die Nullstellen von dy(x) und dy(x} gilt (NB) und

(a) falls Z(g,.o — ¢,) = r + 1, dann ist max(x; , y;) << min(x;,1, Vir1)
fir i = r,
(b) falls Z(g,,. — q,) > r + 1, dann ist entweder

(1 max{x;, y;) <min(X;.q, Yie)s § = HDrund X, > max(X,1, Yrea)
oder
2y max(xr, ¥ < min{X;eo, Yory)s § = W)y und x; < min(x, , y4).

Die in (V) gegebenen Funktionen erfilllen die Randbedingung (RB), wenn
gilt:

(RB): An genau einem Intervallendpunkt R, von [a, 5] haben d,(x),
dyo(x) und d, (x) gleiches Vorzeichen.
Wenden wir uns nun der Formulierung des Satzes 8 zu.

Satrz 8. Es liege die Situation (V) vor und es mogen die vorstehenden
Bezeichnungen gelten. Dann ist folgende Charakterisierung mdglich: Es
existiert ein fe R mit € L(q,, qri119rrs) genau dann, wenn Folgendes
erfidlr ist:
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(1) Die vorgegebenen u-Polynome erfiillen die Forderungen (NB), (NL),
(RB).

(2) Es lassen sich positive reelle Konstanten k, und k, angeben mit
Jfolgenden Eigenschaften:

(@) ky<sm,ky<<ngundky -+ kg=1ky <p;

(b) Es existiert ein nichtentartetes Teilintervall U C [a, b] mit der
Eigenschaft, daf gilt

[ dao(X)] < ky und fdy(x) <k,  fiuralle xeU.

(c) Sei
E% = {xeJA mit k, < |d, (%)}
und
B2 = {x e JP mit k; < |d,(O},)

[ und i passend aus {\,...,r - 3). Dann gilt: fiir jedes i ist {xcE> mit
dyo(x) < ki) # ¢ und fiir jedes | ist {x € EF* mit —dy(x) < ky} # .

Geometrische Bedeutung der Bedingungen

(1) (NB) und (RB) stimmen die “Breite” des Approximationsintervalls
und die vorgegebenen u-Polynome aufeinander ab.

(2) (NL) und (2b) fordern eine bestimmte “Verzahnung” der Null-
stellen der Differenzfunktionen. Dabei besorgt (NL) eine gewisse Trenn-
barkeit und (2b) eine Verdichtung der Nullstellen an mindestens einer Stelle
in [a, ], denn das in (2b) geforderte U wird i.A. eine ‘“Nachbarschaft”
eines Nullstellenpaares (x, z) von Nullstellen von d,(x) und d,,(x) sein.

(3) (2a) und insbesondere (2¢) korreliert die Verldufe der Graphen der
Differenzfunktionen (und damit der gegebenen u-Polynome) auBerhalb der
Nullsteilen (resp. Schnittstellen) und sorgt dafiir, daB sich die Funktionen
nur “zuldssig weit”” voneinander “entfernen.” So wird z.B. in (2¢) gefordert,
daB dort, wo dy(x) den Wert k, {iberschreitet, jeweils mindestens an einer
Stelle dieser Teilintervalle zugleich d,4(x) nicht groBer als k&, ist.

Beweis von Satz 8. (A) Notwendigkeit: Voraussetzung ist, dall ein
fE L(qr s drsi1s qr+2) existiert.

Zu 1.: (NB) folgt aus Satz 3, (NL) aus Satz 5, und (RB) aus Satz 6.

Zu 2.: Diese Bedingungsgruppe folgt unmittelbar aus Satz 4. Man betrachte
namlich die dortigen Aussagen fiir den Fall =2, setze k; := ¢ iy,
ky = Crri0, K3 1= Cry1.r4o und beachte die Definitionen der Konstanten
Hy, Ry, Hy .
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(B) Hinlinglichkeit (Beweiskizze): Hier spiclt die Aquivalenzaussage
von Satz 1 eine wesentliche Rolle. Der Beweis wird in zwei Schritten gefiihrt.

(1) Es wird zunichst gezeigt, daB aufgrund der Satzvoraussetzungen
je genau k -+ 2 “qualifizierte” k-Abweichungsintervalle S;* (/ = 1(1)k + 2)
k = r(1)r - 2 fiir die gemaB Satz 1 zu konstruierenden k-Nullalternierenden
fr existieren. Dabei sind unter “qualifizierten” k-Abweichungsintervallen
solche Teilintervalle von [a, b] zu verstehen, in denen in Kompatibilitit zu
Satz 4 (vergleiche dortigen Beweis) die Abweichungspunkte der zu kon-
struierenden k-Alternierenden f gewihlt werden kénnen.

(2) Die k-Alternierenden f;, , k = r(1)r -+ 2, werden konstruiert und
daraus eine gesuchte Funktion fe L(q,, ¢,.1, 9-.») bestimmt. Man wihle
go > 2max{] digll, || doo |I, | doy |}, wobei die Norm bzgl. des Intervalls [a, b]
gerechnet ist und setze g, := g5 -+ k3, go := & + k2 = g, + k1, wobei die
k; (i = 1(1)3) die Konstanten aus der Satzvoraussetzung sind. Dann gilt
g2 < g < g, . Es werden sodann die i-Alternierenden f;, i = r(1)r + 2, so
konstruiert, daB gilt || f,.; || = g:. GemaB Teil (1) existieren genau i + 2
qualifizierte Intervalle Sy, [ = 1(1)i + 2, i = r(1)r + 2. Man wihle nun
Punkte s;i € S, I = 1(1)i 4 2, fiir i = r und i = r 4 1 mit der Eigenschaft
57 <sjty, 1= 1(Dr + 2. Ferner seis]™® [ = 1(1)r + 4, aus u gewahlt mit
5772 st 5T fiir £ w.

In Anwendung von Satz | und dem Alternantensatz ist nun eine stetige
Funktion f,(x) auf [a, b] zu konstruieren, welche die folgenden Eigen-
schaften (E) hat:

(E): (a) Es gilt fi(s;") = (—1)' g, I = 1(1)r + 2, ansonsten | f(x)| < g
fir x € [a, b).

(b) Es gilt £,(s7") — dio(s5t) = (—1)' gy, [ = 1(1)r + 3, ansonsten
[f(x) — dyo(x)] < g, fiur x € [a, b].

(¢) Es gilt f{s7t?) — dy(sT*?) = (—1) g,, I = 1(1)r + 4, ansonsten
1 £(x) — doo(x)] < g, fiir x € [a, b].

Eine solche stetige Funktion f,(x) 148t sich aufgrund der Lipschitz-
Beschrianktheit der Vorgabepolynome dhnlich wie im Beweis von Satz 7
konstruieren, wobei man nur die Trigersegmente von f, hinreichend klein
zu wihlen hat. Mithilfe von f,(x) werden nun auch die beiden anderen
Alternierenden f,, und f,,, definiert auf [a, b] gemiB

Sra(x) 1= fi(x) — diy(x) = fl(X) — (@ra(x) — g:(x)),
Jr22(%) 1= fria(x) — doi(X) = fr12(0) — (Grs2(X) — Gria(x))
= fr(%) — (grs=2(x) — g(x)).

Gemil den Eigenschaften der Differenzpolynome in den Intervallen U und
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St = 1(1)r i+ 2 und ie€{0, 1}, folgt nun, daB f,,;, i = 0(1)2, den
Eigenschaften (E) geniigen. Der Alternantensatz besagt dann f; eAgll(O),
I=r(Dr—+ 2.

Weiterhin gilt nach Konstruktion f; = f; — (¢, — q), r <! <i<{r + 2,
und gemiB der Wahl von g,, g. g wegen ky—|fill — | frulh
ks = £l = [ frsall sowie ky = froall — [ frca ]l auch 1£:h > I frall >
[ frizil. Definieren wir schlieBlich f(x) := f.(x) -+ g.(x), x€[a, b], so ist
feCla, bl und wegen f; + q; = f, ~ q, ¥ <! <i < r+ 2 und den Eigen-
schaften von f; , i = r(1)r - 2, gilt fe L(q, , i1 » Gryo)-

Bemerkung 3. (a) Die gemial Satz 7 bzw. 8 existierende Rivlin-Funk-
tion f ist nicht eindeutig bestimmt.

(b) Der von Sprecher [6] bewiesene Charakterisierungssatz ist als
Spezialfall in Satz 8 enthalten, nidmlich fiir den Fall, daB (1) u(x) := x,
i=0n, (2) r =0und (3) [a, b] = [0, 1].

5. BEISPIELE

5.1. Die Monome q,(x) = x", n > 0, im Intervall {a, b] = [0, 1].
Behauptung. Es gilt ﬂf:,f Lg)=¢,k=0,1>1

Beweis. Gemall Satz 3 ist notwendig fiir die Existenz einer Rivlin-
Funktion, daB jede Differenz x* — x™ mit k <X m << n < k + [/ mindestens
m -+ 1 Vorzeichenwechsel im Innern von [a, b] hat. Die Funktion x* — x"-1,
n > 1, hat hochstens » Nullstellen. Im Punkt x = 1 haben alle Polynome
x® — x™1 (n e N) eine Nullstelle. Somit kann x* — x?~! hochstens n — 1
Nullstellen bzw. Vorzeichenwechsel im Innern des Intervalls [0, 1] besitzen.

5.2. Legendre-Polynome und Tschebyscheff-Polynome erster Art, [a, b] =

! iﬁ (x2 — 1, ne N, , (Legendre-Polynome),

Lo(x) := 270! dx

Tn(x) := cos (n arcos x), neN,, (T-Polynome 1.Art).

Behauptung. Sowohl fiir q,(x) = T,(x) wie auch fiir g,(x) = L,(x),
n =0, gilt L(g,) N L(g..,) = ¢, d.h. es existiert keine Rivlin-Funktion.

Beweis. Es ist grad T,, = grad L, = n ferner T,(1) = L, (1) =1 fiir
n > 0. Somit ist das Kriterium des Satzes 3 verletzt.

5.3. Die Funktionen 1, cos t, sin ¢t. Die Funktionen u,*(¢) = 1, u,*(t) =
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cos t, u,*(t) = sin ¢ bilden ein ECT-System in jedem Intervall [a, 5], welches
kein ganzzahliges Vielfaches von « oder die Null enthilt.

Es existiert aber keine Rivlin-Funktion fe L(u*, uy*, u,*), da wegen
e *(t) = max{u; *(¢), u,*(1)} fiir alle ¢ € [a, b] die Bedingung (NL) aus Satz 8
nie erfiillt sein kann.

Jedoch existiert z.B. im Intervall [0, 27 — 0.01] ein fe L(i,*, u,*) auf-
grund von Satz 7, da Punkte ¢, , £, mit 0 < f; << 1, < 27 — 0.01 existieren,
sodaB cos #, = sin t;, [ {1, 2}, und weil {1, cos ¢, sin ¢t} ein T-System bilden
fiir 0 << ¢ < 2.

5.4. Die Tschebyscheff-Polynome 2.Art, {a, b} = [—1, +1]. Die Tscheby-
scheff-Polynome zweiter Art sind auf [a, ] wie folgt definiert:

U, (x) := {sin{(n -+ 1) arccos x)}/sin arccos x, neN,. 5.1
So ist z.B.
Ufx) =1, Uyx) =2x, Uyx)=4x*—1, Usx) = 8x®— 4x.
Die Polynome U, geniigen fiir » > 0 der Funktionalgleichung
Upso(x) — Up(x) = 2 Ty y5(x) (5.2

und die Nulistellen von U,(x), n >> 1, sind

M = —cos(if(n + D), 1 <i<n (5.3)

Ferner gilt
Uy = [+ 1, IeN,, (5.4)
U(—x) = (=)' Ux), [leN,. (5.5)

Aufgrund der Eigenschaften (5.2)-(5.5) lassen sich folgende Aussagen
unschwer verifizieren, welche besagen, daB dic T-Polynome zweiter Art
hinsichtlich der in dieser Arbeit betrachteten Fragestellung eine besondere
Rolle spielen. Bei dem Nachweis werden die Charakterisierungssitze 7 und 8
angewendet.

Behauptung 1. Fiir jedes Polynompaar (U, , U,,,), » = 0, existiert eine
Funktion e C*[a, b] mit fe L(U, , U, 5.

Behauptung 2. Fiir jedes n > 0 gilt L(U,,, U,,,) # ¢.
Behauptung 3. Jedes Tripel (U, , Uy, U,ps), B = 0, erfillt die Null-
stellenbedingung (NB).
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Behauptung 4. Jedes Tripel (U, , U,y , Uyys), 7 =0, erfiillt die Rand-
bedingung (RB), und zwar mit R, = +1.

Behauptung 5. Jedes Tripel (U, , Upiq» U,is), 1 = 0, erfiillt die Bedin-
gung (NL) iiber die relative Nullstellenlage, genauer gilt x; < min{(x, , ;) und
max(x,,q . ;) < min(x;,, , Vi), fir 1 <7 < s, Dabei sind x,(i = 1(1)n + 2)
bzw. p, (( = 1(Dn -+ 1) die der Gr6Be nach wachsend angeordneten Null-
stellen der Differenzpolynome U, (x) — U, (x) resp. U, . (x) — U, (x).

Die Behauptungen 3-5 zeigten, daB fir jedes Tripel (U, , U, , U,io),
ne N, , gewisse notwendige Kriterien fiir die Losbarkeit des Rivlin-Problems
erfiillt sind. AbschlieBend soll noch ein spezielles Tripel von T-Polynomen
2.Art angegeben werden, fiir das das Erfiilltsein der hinreichenden Bedinun-
gen des Satzes 8 leicht nachgerechnet werden kann, d.h. also, fiir das eine
Rivlin-Funktion existiert. Dieses Tripel ist zugleich ein Beispiel fiir ein
Rivlin-Problem, welches nicht durch das Ergebnis von Sprecher [6], wohl
aber durch Satz 8, erfalBt wird.

Behauptung 6. Fiir das Polynomtripel (U, , U, , U;) sind alle Bedingungen
des Satzes 8 erfiillt, d.h. es gilt L(Uy, U, , Us) £ ¢
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